Ondas Eletromagnéticas Lista 3 SEL0310

Problema 3.01. ()
A partir das equagoes bdsicas de campo elétrico e campo magnético

E = Eo(r, ¢)e’ %)

H = Ho(r, ¢)e/ %)

aplique o rotacional das Fquagoes de Maxwell e obtenha seis equagoes para relacionar os
campos E,, By, F,, H,, Hy, H.,.

Como o problema esté sendo trabalhado em coordenadas cilindricas, o rotacional também
deve ser tratado como tal. Resolvendo as equagoes de Maxwell tém-se que

[ oo 2 }
VXE=—jwuHd — — % a% % = —jwpu(rH, + ¢Hy + ZH.) (1)
T
_Er TE¢ Ez
o R rg  Z )
V x H = jwelEl — — % 8% % = jwe(TE, + Ly + ZL.) (2)
"|\H, rH, H,

Abrindo a matriz da Equacao (1), obtém-se que

OB, .
% (% +J7“BE¢) = —jwpl, (3)
oE. .
JBE, + 5 = JwpHy (4)
O(rkE J(E, .
PO . 5)

Fazendo o mesmo para a Equacao (2), obtém-se

1 /0H, .
- ( 96 +]7’5H¢) = jwekE, (6)
0H, ,
JBH, + o —jweEy (7)
1 /0(rH, o(H, .
. < (gr 6) _ ((9¢ )) = jwek, (8)

Problema 3.02. ()
Com as equagoes obtidas do exercicio anterior, calcule os campos E,, Ey, H,, Hy em funcao
das componentes E, e H,.

Separando a componente Hy da Equacao (6), é obtido

€w 1 0H,
JHy, = j—F, — ——— que, subtituindo em (4), temos
N R T W
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oL, €w 1 0H,
‘ Er == ‘_Er - 5
B, “"(‘75 maas)
Resolvendo entao E,, e utilizando ¢* = w?ep — (2
j OF, jnwoH,
E =-2 = 9
q? (B or + r 0¢ )
Separando a componente H, na Equagao (7)
10H, o
jH, = —j%E(z, “ S or que, subtituindo em (3), temos
10FE, €w 10H,
BE, 4L _ e 1
Resolvendo entao Fjy, e utilizando ¢* = w?eu — 2
J (BOE, OH,
B =_J(Z _ 10
¢ q> (r 0¢ Ky (10)
Separando a componente E, da Equagao (6), é obtido
11 /0H,
= ( 9 —l—]TﬂH¢) que, subtituindo em (4), temos
81 [(0H, . oE, .
r2 H 9oz oul
ewr \ 0¢ +rbH, | + or JWEHg
Resolvendo entdao Hy, e utilizando ¢* = w?eu — 32
j (BOH, OE.
o _J (8 11
¢ q> (r 1)) +Ew8r (11)
Separando a componente Ey na Equacao (7)
1 OH, o
JEy = —— (jﬁHr + —) que, subtituindo em (3), temos
€w or
10E, B (. OH, .
- - Hr - - Hr
r 0p  ew (‘75 * or ) SR
Resolvendo entao H,, e utilizando ¢® = w?epu — 52
' OH, OE.,
H= L (52 - 2% (12)

@ or r 0¢
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Problema 3.03. ()
Considerando os Modos Linearmente Polarizados, onde A << 1, prove que
k2~ ki~ 3

onde ky € a constante de propagacao do nicleo e ko a constante de propagagao da casca.
O parametro A é dado pela equagao

ny —nz

A —

n

assim, quando A << 1 — n; = no.
Sabendo entao que os valores de 3 devem estar no intervalo
nok = ky < B < ki =mk

Se ny &~ ny — ki = ko, entao
b <B<h— ki~ Brk -k~ R

Problema 3.04. ()
Mostre que, para o caso de A << 1, a abertura numérica (NA) pode ser aproximada pela
equacgao

NA = (n? —n?)? ~ niV2A

Como dito no exercicio anterior, para o caso de A << 1 — ny &~ ny. Assim, partindo do

principio, temos
NA = /n?—n3 =+/(n +ny)(n; —ny)

Como nj & ng — ny + ng =~ 2n,. Entao

NA = +/2n1(ny —ngy) = 1/2n%n1 —" L, NA= nH/in —n2 nv2A
ny m

Problema 3.05. ()
Uma fibra multimodo de abertura numérica NA = 0.2, suporta aproximadamente 1000 modos
para comprimento de onda 850nm.

a. Qual € o didgmetro do nicleo?

O ntimero total de modos M que essa fibra suporta pode ser visto na Equacao

2m2a? 9 2m2a?

M= T(”f —ny) = T(NA)Q (13)

Sendo a o raio do niicleo, este pode ser calculado

M\Y? A 1000\ 2 0.85 x 10~
¢ (2) TNA ( 2 ) 0.27 pm

Portanto, o didmetro possue 60.5um
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b. Quantos modos essa fibra suporta em 1320nm?
Utilizando o mesmo raio do ntcleo a = 30.25um, utiliza-se a Equagao (13) para obter

~27%(30.25 x 1076)?
0 (1.32 x 1076)2

c. Quantos modos essa fibra suporta em 1550nm?

(0.2)* = 414

~27%(30.25 x 1076)?

0.2)%2 = 300
(1.55 x 10-6)2 (0-2)

Problema 3.06. (Agrawal)
Uma fibra mono-modo com
ny — N9 = 0.05

possui ny = 1.45. Calcule o raio do nicleo a para o caso da fibra possuir um comprimento
de onda de corte de 1um
A condigao para a fibra ser monomodo é que V' < 2.405. Usando o caso de V = 2,405,

2
V= ;m,/n%—ng:2,405

Assim, calcula-se o raio dessa fibra que deve ser

2,405 x 1um
a =
2m4/1,452 — 1,4452

=3, 18um

Problema 3.07. ()
Considere uma fibra de 50pum de didmetro, indice do nicleo ny = 1,45 e indice da casca
ng = 1,49 operando em A = 1,31um.

a. Qual € a abertura numérica (NA) dessa fibra?

A abertura numérica é definida como

NA=/n} —n3=0.173

b. Quantos modos essa fibra suporta?
Primeiro calcula-se o valor do niimero V para a fibra
2ma 2ma
Note que 2a é o diametro da fibra, portanto V' = 20, 7.
Para saber o nimero de modos M que a fibra suporta, usamos a relacao

2
M = V? = 2142

que mostra que essa fibra suporta 215 modos.

c. De quanto seria o alargamento do pulso devido a dispersao modal apds ele ser trans-
mitido 10km?
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O alargamento do pulso devido a dispersao moda pode ser descrito como

L _
ATrodal = nLA, onde A = i
C s
Colocando os valores, temos a resposta
1.5 x 10km
ATimodal = 6,67 x 107° = 333
Tmodal = 3 T 0km s 1

Problema 3.08. ()
O atraso de grupo por km de uma fibra monomodo pode ser descrita como

T(A) 70
L L
onde \g € o comprimento de onda com zero dispersao e Sy € a inclinag¢ao da dispersao para

Xo. Calcule o alargamento do pulso para o caso da fibra ser alimentada por uma fonte de
largura espectral oy .

Ao — A A
+ SN (= 4 In(—
00( A ()\O))

Para esse problema, o alargamento do pulso pode ser calculado pela equacao

dr, Loy, dp ,d?3
= —=——" (22— + X\ — 14
97N T 2me ( o T (14)
O problema desse exercicio é encontrar as derivadas de § em funcao de A. Para isso, é
conhecido que o atraso de grupo é da forma

g

1 1 2
ng\) = v = E% = —%% onde V, ¢ a velocidade de grupo

Assim é possivel derivar a primeira derivada de [ através da equacao fornecida pelo
exercicio como

dp 2me (1 2 A0 — A A
0 _ 2T (T 4 goa n (2 15
D e (LJFSOU X +n()\0>) (15)
Derivando a Equagao (15) em fungao de A, obtém-se que
dQB 2mc 27’0 3)\0 —2A A
OO _ 20200 g2 T2 o (2] 1
D2 e (L S0 g3 n(/\0> ) (16)

A resposta pode ser entao obtida, utilizando as Equagoes (15) e (16) na Equacao (14).

Problema 3.09. ()
Considerando a equagao relacionando o angulo critico sinf, = 72, onde n; ¢ o indice de
refracao do ntcleo e ny da casca, prove que

ni —nj
cosf), = Y——=
ni
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Figura 1: Figura para o exercicio 1.05

Conforme mostra a Figura (1), partindo da relagdo que existe um angulo maximo de
incidéncia 6, e o meio ng é o ar, podemos calcular que

nosind, = ny sin(90° — 6.) = ny cos 0.

- 2 na,? 2 _ 2
nosinf, = nV/1—sin“6, = nyy /1 — (—) =/nj—n3
m
72

VI — N,

No

sinb, =
E como,

. No .
nosinf, = ny cosf, — cosf. = —sinb,
ny
E obtido que
2 2
VI — Ny

ny

cosf,. =

Problema 3.10. ()
Para a fibra da imagem abaixo, derive a equagao transcedental.

———————— ]
Inner I + ni
Cladding v |
—————————— I I
; :
I |
Quter _______ i I .
Cladding : | ! n
Y : |
l !
: | n2
y !
I.(._._._._._._.:). _____________ ..
> b Radius
a

Figura 2: Fibra para o exercicio 10
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Considerando o caso de ny < n.ff, tém-se que

e Em n; ha oscilagdo, entdo u; = \/kin? — 32 e o campo segue a Fungao Bessel J da
Figura (3)

e Em ny ndo ha oscilagdo, entdo us = /52 — kZn e o campo segue a Fungao Bessel I
da Figura (4) e K da Figura (5)

e Em n; nao ha oscilagao, entdao uz = /32 — k3n3 e o campo segue a Fungao Bessel K
da Figura (5)

Para o caso de nmy > nesy, entao o campo em ny também iria oscilar enquanto decai.
Assim seria necessario escrever esse campo em relacao a Funcgao Bessel J e da Fungao Bessel
Y, que esté na Figura (6).

$ix)
Ium)‘ Lix) hix) Tyx)
// /

Figura 3: Funcao Bessel J

Ko K
B0 0¥ ke ¥
| |

{ !

Figura 5: Fungao Bessel K Figura 6: Funcao Bessel Y

Utilizando o modo onde ny < n.ys, devemos escrever as equagoes de F, H., Ey, Hy para
cada uma das 3 regides e em seguida aplicar as equacoes de contorno. O termo e/(“*=52) njo
serd escrito pois estard em todos os campos e sera cancelado no fim.

Conforme calculados no exercicio (2) dessa lista de exercicio, os campos Hy, Ey podem
ser calculados através das Equacgoes abaixo:

. (n) (n)
E¢ N u? (r 0¢p He or (17)
. (n) (n)
(n) _ _i éaHz 8EZ
H¢ N u? (7“ 0o tew or (18)
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1 Regiao 0<r<a

EW = Ay (urr/a)e’™?
HWY = Ay, (uyr/a)e’™®
—q ) u ’
B = U—ZJ (gijJm(ulT/a) - wﬂiAzjm(ulr/a))
1
H¢(>1) — ;—g (gijng(ulr/a) +we%A1J;n(U17‘/a))
1
2 Regiaoa <r <b

E® = (ByI,(ugr/b) + C1 K (ugr /b)) €™
H£2) = (B (UQT/b> + 02 (u27’/b)) eJm(¥5

E(f):u—(ﬂim <31 s /b) + CL (ugr/b)) 222 (Bl (uar ) + CoK (u2r/b)>)
Hf):u—(ﬁim <32 i (uzr /b) + Co K (u2r/b)> 22 (Bl (uar ) + C1 (W/b)))

3 Regiaor > b

|
<.

NN

|
<.

NN

Ez(f)’) = D1 K, (usr/b)ed™?
H§3) = Dy K, (ugr/b)ed™?

§ u_§ <§ij1 m(usr/b) —w,u 2 Dy K (U3T/b)>

P — (Eij2Km(ulr/b> + WE%DlK;”L(u?’r/b))
Usg r

4 Condicao de contorno em r=a

Sendo ¢ = ¢, calcula-se para F, que

(=

EWN(r=a)=E?(r=a) = AiJy(u1) = Bil,(usc) + C1 K, (usc)

I, (ugc) B+ K, (ugc)

A = T (n) Tt )Cl (19)

HY(r =a) = H?(r = a) = AyJp(uy) = Boly(usc) + Co K, (usc)
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Im

Jm(u1)

Para E, Eél) (r=a)= E'(f) (r = a), entao

K (ugc)
Jm(u1)

Cs (20)

—19 . u ’
= (gijlJm(ul) — w,u;lAng(ul)> =

2
uy

(Bllm(mc) + Cle(u2c)) - “‘[’;“2 (Bgz;n(uQc) + 02K;1(u20)>)

_ —J (Bim
u3 a

Substituindo A; e Ay e simplificando a equagao para

T Imx)
tém-se que
(ﬂjm]m(mc) (iz B %)) B, +wp (Im(uzc) B Im(UQC)Jm(U1)> By + ... (21)
a U/l u2 U/Qb a
L+ <6jme<uzc) (% _ %)) Cy +wp (K;”(UQC) - Km(“26>jm<“1)> Cy=0
a uy U uzb a

Para H,, Hd()l)(r =a)= Hf)(r = a), entao

_—2 <§ij2Jm(u1) +we%A1J;n(u1)) =

WEU

(Bg[m(UQC) + czz(m(ugc)) + (Bll';n(uQc) + clK;n(uQc)))

2
Uuj

_ (ﬁjm
a

Reciprocamente ao

(M (i ~ i)) By — we (I;n(“ﬂ) _ Im(UQC)jm(“1)> Bit+.. (22

a ui u3 ub a
N (ﬁjme(UQC) (% B %)) Cy — we <Km(u26) B Km<U2C)Jm(U2)> Cr =0
a uy  uj u2b a

5 Condicao de contorno em r=b

Para FE.,

&

S
—~
=

I
=
~—r
I
51

D(r = b) = Bil(uz) + Ci Ko (us) = Dy K (us)
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]m(u2) Km(u2)
D, 7o (ons) By + o (ony) Ch (23)
Para H.,
HP(r =b) = H® (r = b) — Byl (ug) + Colpn(ug) = Dy K, (us)
. Im(u2) Km(u2)
Dy = K (u3)B2 + K. (US)CQ (24)

Para E, Ef)(r =0b) = Ef) (r =), entao

;—g (@Tm (Bllm(uQ) + Cle(uQ)) _ wﬁlb)uz (BQJT’H(W) + @K,’vl(uz)))
= (mDuRnfus) — e DuE () )

Encontra-se entao

U2

N (%m(“?) (l _ %)) c -2t (M - Km<u2)z€m(u3>> Cy=0

2

E, por ultimo, calcula-se para o campo magnético Hyg, onde Hf) (r=0b)=H 3) (r =0),
entao

_j ﬁ]m WEeU / /
’LL_% (T (Bglm(UQ) + CQKm(UQ)) + b <Bllm(u2) + Cle(u2)>) =

—q . u ’
= u_g (%ijgKm(u;:,) + wefDle(u;g))
3

Reajeitando a equagao acima, tém-se que

(Bjm‘%”(“” ( 1 %)) B, % (M _ Im(uz);em(ug)) Bi+..  (26)

u_% uj
BimKp(uz) (1 1 we (K. (us) R

. - —_—— — . m —K K _
+< b ui  ul G2+ b U m(u2) Km(uz) | C1 =0

Finalmente, ¢ possivel escrever em forma matricial as equagbes (21), (22), (25) e (26).

Em seguida, se obtém o determinante dessa matriz que sera a equagao transcendental dessa
fibra tipo-W.

10
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